A boole "rendezés"

/ ludens.hu

Eldszor (nagyon régen) "halozattal" vagy affélével a halds rendezések (az univerzalis algebra tanarunk
nevezte igy) formajaban talalkoztam. Ilyen halds strukturat a részbenrendezések (reflexiv,
antiszimmetrikus, tranzitiv) hoznak létre.

Jelen esetben a véges halmazon értelmezett halos rendezéseknek egy specialis abrazolasi forméja az
ugynevezett Hasse-diagram a téma. Ez egy olyan graf abrat jelent, ahol csak a (kozvetlen) kovetési
relaciot abrazoljak — pontatlanul, de egyszeriien fogalmazva, ha van ut, akkor egyéb kozvetlen élt nem
rajzolnak be. Tovabba a reflexivitasnak megfeleld hurokéleket sem rajzoljak meg. Az irdnyitas fentrol
lefele értendd (vagy forditva), igy sokszor a nyilakat is elhagyjak (én most ki fogom rakni).
Megjegyzés: a szovegben el6fordulnak R programnyelvi hivatkozasok, részletek.
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Generalt ¢llista alapjan késziilt - tkplot().

A halds rendezések legismertebb fajtajat, a boole-algebrat (ami persze elemszam fliggvényében egy
egész sereg) szemeltem ki némi vizsgalat céljara. Bar ezen a néven tobbnyire a miiveletekkel megadott
struktarara gondolnak, de az és a rendezéssel definialt struktira meghatarozza egymast. Az alap
megfeleltetési formula:

(x <y) & (x =xnNy),igyboole algebra abrazolhatd (rendezés formajaban) graffal. Illetve most
csak azok a boole rendezések keriilnek szoba melyeket egy véges halmaz 6ssze részhalmaza
(hatvanyhalmaza) general.

Hogy munkahoz lathassak, sziikség volt egy apr6 programra, ami (elvileg) tetszoleges véges
elemszdmu alaphalmaz esetén generdlja a sziikséges Hasse-diagram szerinti éllistat. A programot
elkészitettem R nyelven (ha valakit érdekel elkiildom a szovegét). A bemenete véges szamu egy jegyli
karaktereket tartalmazo6 vektor (az iires halmaz jele nélkiil), és egy ¢€llistat ad vissza. Nyolcelemii
vektornal cirka 8 percig futott — bévebb halmazok vilagaba egyeldre nem merészkedtem. :-)
A konkrét €llista nélkiili (elméleti) vizsgalatoknal azonban végeztem (illetve az R) "proba”
szamitasokat 100 eleml halmaz esetére is, a library(gmp)-t hasznaltam.
> chooseZ(5,5:0)

[1]1 5 10105 1 # a Pascal-haromszdgbdl ismerds szamsor... :-)
Hogy mekkora szamok kertilnek elé egy 100 elemi halmaz esetén jol érzékelteti a kdvetkezd kép:
> chooseZ(100,100:0)
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Kezdjiik az elméleti vizsgalattal.

Legyen H egy véges n elemii halmaz (n természetes szam, €s az egyszeriség kedvéért 1<n, pl. n=5).
Képezziik H 6sszes részhalmazainak halmazat (hatvanyhalmaz), beleértve H-t és az tires halmazt ()
is.

Gondolatban rendezziik sorokba e hatvanyhalmaz elemeit (melyek persze maguk is halmazok — H
részhalmazai), mégpedig ugy, hogy egyazon sorba keriiljenek az azonos elemszamu halmazok. Illetve
egy nagyobb elemszamu halmaz sora f6ljebb legyenek, mint egy kisebb elemszamu halmaz¢. Tehat a
legfelsd (az 1.) sorban a H talalhato (nyilvan egyediil), az alatta 1év6 (a 2.) sorban pedig az n-1
elemszamu halmazok (melyek persze mind H részhalmazai). A 3. sorban az n-2 elemszdmu halmazok
talalhatok (melyek persze mind részhalmazai H-na, DE — az egyel feljebb 1év6 sorban 1évé —n-1 elemii
halmazok némelyikének is). Ahogy haladunk lefelé¢ az egyre kisebb elemszamu halmazok taldlhatok
(melyek persze mind részhalmazai H-nak, DE az egyel fontebbi sorban 1évé halmazok, s6t a korabbi
halmazok némelyikének is). Az iires halmaz () minden halmaznak részhalmaza (ugyan is minden
elemérdl elmondhatd, hogy eleme egy masik halmaznak — hiszen neki egy sincsen...).

Példaként legyen H={1,2,3.,4,5}, akkor az emlitett sorok a kdvetkezdek (elsé oszlopban a sor
halmazainak elemszama, masodikban a halmazok, harmadik oszlopban a sorban 1év6 halmazok
darabszama szerepel):

elemszam | halmaz db szam

5 "12345" 1

4 "1234" "1235" "1245" "1345" "2345" 5

3 "123" "124" "125" "134" "135" "145" "234" "235" "245" 10
"345"

2 "12M"M 13" 14" 15" 23 24 M25" 134 '35 45" 10

1 B AR AR AR

0 (%) 1

Szamoljuk Ossze altalaban (persze figyelemmel a fenti példara is) a Hasse-diagram szerinti "kimend"
¢leket — nyilak most csokkend elemszam iranyaba mutatnak (a nyil vége a kisebb jel... :-) ). A fenti
példaban pl. az "12345" halmazbol 5 db nyil indul ki, a "135"-bol pedig 3 db.

Megjegyzés: Egy n elemil halmaz k elemii (k<=n és természetes szamok) részhalmazainak a szamat az

(Z) kifejezéssel szokas jelolni, tehat a fenti példa lapjan (g)ZIO.

Az n elemi esetre koncentralva legyen a szoban 1€v6 tdblazat két egymast kovetd sora K, illetve L (az
egyszertség kedvéért gondoljuk azt, hogy a K sor a tablazat kozépso traktusaba esik). Jelolje tovabba a
K sorban 1év6 halmazok elemszamat k (kovetkezésképpen az L sorban 1€vé halmazok elemszama
pedig k-1).

Hany halmaz van a K sorban?

A fonti jelolést hasznélva, a K sorban (Z) darab halmaz szerepel — az L-ben természetesen ( kfl).

Hany él indul ki a K sor valamelyik halmazabol?
Mindegyik halmazbdl éppen a sajat egyel kevesebb elemszamu részhalmazaiba kell élt huzni (melyek

az L sorban szerepelnek), abbdl pedig (k’f 1) darab van — a k elembdl minden lehetséges modin

elhagyunk egyet, de ez akkor éppen annyi mint ('1‘), ami pedig nyilvan k (pl. 4 elemii halmaznak 4
darab egyelemii részhalmaza van, és ennyi a hdrom elemi részhalmazainak szama is).

Megjegyzés: Igaz, hogy egy a K sorban 1év6 halmaz (legyen V) barmely egyel kevesebb elemszamt
részhalmaza mas ugyancsak a K sorban 1év6 halmaz részhalmazaként is megjelenik, de ez a V-bol
behuzand6 élek szamat nem ndveli. Tovabba az iires halmaz (@) kimend ¢€leinek a szdma nyilvan nulla.

Kovetkezésképen, a K sorban szerepld minden halmazbol ugyan annyi, konkrétan k darab élt sziikséges
huzni az L sor megfeleld halmazaihoz (fontos, hogy k a K sor halmazainak elemszamat jeloli
eredendden).

Ez azt jelenti, hogy egy sor halmazainak elemszama (a fenti tablazatban az elsé oszlop) éppen a sor
halmazainak kimené fokszama, az illetd sorban 1év0 halmazok darabszama (a fenti tdblazatban a
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harmadik oszlop), pedig éppen az aktudlis fokszam gyakorisaga. Azaz az 1,3. oszlopok a gyakorisagi
tablat alkotjak — altaldban is €s a fenti tablazatban is.
A harmadik oszlopban az illetd sorban 1év6 halmazok darabszdma szerepel, a K sor esetén — mint lattuk

n
—ez (Z), ahol k:n...0, avagy k:0...n. Ezek 6sszege:zk_o(2) , éppen a H halmaz 6sszes

részhalmazainak a szama (beleértve az iires halmaz is). Mely viszont (ekvivalens 1évén egy kételemii
Tehat ha gyakorisigokat, illetve az 6sszegiiket elosztjuk 2"-el, akkor egy szabalyos eloszlast kapunk (a
relativgyakorisagok/valoszintiségek 6sszege 1). Ami pedig éppen megegyezik a p=0,5 paraméterii
binomidlis eloszlassal (0,5" = 1/(2") ):

n n n

> ()-0sk-05m =3 ()-05m =057 > (})

k=0 k=0 k=0
Vizsgaljuk most a bemené fokszamokat. A bemend ¢élek Osszessége megegyezik a kimend €lek
Osszességével, azonban egy halmaz (csucs) esetén a kimendk €s bejovok nem azonosak...

Tekintsilik ismét a K jeli sort, melyben szereplé halmazok elemszama k. Valasszunk ki innen egy
halmazt, legyen a neve V. Nos, V elemeinek szdma k, az eldtte 1évo sor (legyen J) bizonyos
halmazaibdl érkezik V-hez €l. A J-ben 1év6 halmazok elemszama nyilvan k+1, azaz J olyan
halmazaibol érkezik V-hez ¢él, melyek egyetlen elemmel bévebbek V-nél, és ez az elem éppen olyan
elem lehet mely nem eleme V-nek és eleme az n elemti H-nak (alaphalmaz). Tehat éppen n-k elem
megfeleld, azaz V-be n-k ¢l érkezik.

Hogy is van ez? Azt kaptuk, hogy ezen halo minden elemére igaz: ha k kimend ¢éle van, akkor n-k
bejovo éle, azaz minden csucsnak k+(n-k)=n az dsszfokszama (kimen6+bejovo).

alapjan egyszertien kaphatunk képletet az 6sszes élek szdmara. Ugyan is minden csomdpont
tekintetében az 6sszfokszam n, a csucsok szama 2" , ha ezeket 6sszeszorozzuk, akkor minden élt
kétszer vettiink figyelembe, tehat dsszes élek szdma: n - 2" 1, pl. a fenti példa esetén: 5 - 2* = 80.

Osszegezve, a kimené és a bejové fokszamok eloszlasa binomidlis, az dsszfokszdm eloszlasa pedig
konstans.

fme a 100 elemii halmaz boole rendezésének kimené (vagy bejové) fokszam eloszlasa (relativ
gyakorisagok):

A "boole" rendezés eloszlasa (in,out)

Relativ gyakorisag
0.04 D08
! !

002
|

o MHHH Hﬂﬂﬂm

0 3 6 9 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100

Fokszdam

Most pedig a generalt éllista alapjan néhany diagram a 8 elemii alaphalmaz esetére (256 csucs, 1024
él).
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A csucsok szinei €s mérete is kimend fokszam szerint beallitva (1asd a jelmagyarazatot). Jol lathato a 8-
as fokszamu alaphalmaz a jobb szélén (a sotétlilakkal koriilfogva) és az alig lathato iires halmaz a
balszélén (kis sargakkal koriilfogva), a kozéptajon a balrdl jobb felé folyamatosan novekvo tobbiek
szin kavalkédja.

Bool8 "rendezés" haldzata ("out" szerint)

A kovetkezd diagramon a cstiicsok mérete a betweenness szerint van bedllitva, a sziniik pedig a kimend
fokszam szerint. A diagram jol szemlélteti, hogy betweenness szerint mind az alaphalmaz, mind az iires
halmaz aprocska, és kozép felé ndvekednek a csucsok méretei — a szinek mutatjak a fokszamokat.

Bool8 "rendezés" halozata ("betw" szerint)
 out:0

out1
out:2

out-3
@ out-4
O out:s
O out6
@ out7
) out:3
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Ez a diagram a generalt (8 elemii alaphalmazra alapozott) graf alapjan szamolt (gyakorlati) kimend
fokszam eloszlast mutatja — nyilvan megegyezik az elméleti diagrammal.

A bool "rendezés" fokszam eloszlasa (gyak:out)

70
1

80

50
|

40

Gyakorisag

30
1

20

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fokszam

Réadasnak egy 6 elemre alapozott boole halo, a csticsok mérete és szine is kimend fokszamtol fiiggd.
Itt latszanak a nyilak is, bar itt-ott igen nehéz kinézni, hogyan is haladnak az ¢lek — de helyesen. :-)

Bool6 "rendezés" haldzata ("out" szerint)

D out:0
) out-1
(__ out:2
@ out:3
@ out:4
) out:5
0 out:6

®

Orémémre szolgalt, ez a feladat — nem kevés idot igényelt, de szorakoztatd és hasznos is volt.
Kiilon 6riilok, hogy megvaldsitottam a boole héloval kapesolatos (apro) tervemet. Ugy gondolom, jo
szolgalatot tehetnek ezek a generalhat6 reguléris grafok a grafabrazolés, paraméterhasznalat...
gyakorlasa tekintetében.
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